Physique
Mécanique
Les incertitudes
1. Introduction
La mesure
Lorsque nous prenons une mesure, nous ne pouvons pas prétendre que celle-ci correspond à la valeur exacte de la grandeur mesurée. Que la mesure soit celle d'une longueur, d'une masse, d'un volume ou d'un intervalle de temps, nous devons inévitablement nous rendre à l'évidence que notre mesure est plus ou moins proche de la réalité.

L'erreur
L'erreur, c'est l'écart entre la mesure et la valeur exacte. Puisque la valeur exacte est souvent inaccessible, l'erreur est inconnue.

L'incertitude absolue
L'incertitude absolue est une estimation de l'erreur que fait l'expérimentateur. L'incertitude absolue est l'écart maximum possible entre la mesure et la valeur exacte. La mesure et son incertitude absolue constituent un domaine de valeurs possibles à l'intérieur duquel se trouve la valeur exacte.
L : la mesure d'une longueur
L : l'incertitude absolue associée à la mesure de la longueur
La valeur exacte se trouverait donc à l'intérieur du domaine délimité par L ±L
[image: image1.png]L-AL L L+AL

+— Domaine des vateurs posibles |




L'incertitude absolue dépend de plusieurs facteurs ; la précision de l'appareil de mesure, les conditions dans lesquelles se prend la mesure, l'habileté de l'expérimentateur, etc. Estimer correctement l'incertitude associée à une mesure exige une bonne part de jugement et d'expérience.
L'incertitude absolue s'exprime généralement avec un seul chiffre en utilisant les mêmes unités que celles associées à la mesure.
Exemple :      23,4  ±   0,5  cm
Puisque l'incertitude est estimée à 5 mm, la mesure est arrondie (si nécessaire) au millimètre le plus proche.

L'incertitude relative
L'incertitude relative est le rapport entre l'incertitude absolue et la mesure. Ce rapport est habituellement exprimé en pourcentage.
Exemple :      23,4  ±   0,5  cm pourrait aussi s'écrire 23,4 ± 2%
L'incertitude relative permet de comparer la précision de différentes mesures. La mesure la plus précise est celle dont l'incertitude relative est la plus faible.

Les chiffres significatifs
Lorsqu'on exprime une mesure directe ou le résultat d'un calcul, l'incertitude absolue associée au résultat est exprimée avec un seul chiffre significatif.  La mesure ou le résultat du calcul sera donc arrondi afin de ne comporter qu'un seul chiffre incertain.

Les chiffres significatifs sont : tous les chiffres certains plus le premier chiffre incertain.
Exemple :  le résultat d'un calcul donne   23,456 ± 0,234 cm. 
Ce résultat devrait s'écrire, en tenant compte des chiffres significatifs, 23,5 ± 0,2 cm. L'incertitude à été arrondie pour ne comporter qu'un seul chiffre significatif et le résultat à été arrondi pour ne comporter qu'un seul chiffre incertain (le résultat comporte donc trois chiffres significatifs).
Dans les sections qui suivent, nous regarderons comment se répercutent les incertitudes lors des calculs.
2. Additions et soustractions

Exemple 1
si x = 102 ± 4 et y = 55 ± 3
A. Calculez  z ± z  si z = x + y
La valeur la plus probable pour z est : 102 + 55 = 157
la valeur maximale possible est : (102 + 4) + (55 + 3) = 164
la valeur minimale : (102 - 4) + (55 - 3) = 150
Le résultat : z = 157 ± 7
L'incertitude absolue sur le résultat de cette somme est la somme des incertitudes de chacun des termes de l'addition.
B. Calculez w ± w si w = x - y
La valeur la plus probable : 102 - 55 = 47
la valeur maximale possible : (102 + 4) - (55 - 3) = 54
la valeur minimale :  (102 - 4) - (55 + 3) = 40
Le résultat : w = 47 ± 7
L'incertitude absolue sur le résultat de cette soustraction est la somme des incertitudes de chacun des termes de la soustraction.
Les exemples précédents nous mènent à la règle suivante :
	Lors d'une addition ou d'une soustraction, les incertitudes absolues s'additionnent pour donner l'incertitude absolue du résultat de la somme ou de la soustraction.


3. Multiplications et divisions
(a) Multiplications et divisions par une constante
Exemple 1
si x = 108 ± 6
A. Calculez  z ± z  si z = 3x
La valeur la plus probable pour z est : 108 (3) = 324
la valeur maximale possible est : (108 + 6) (3) = 342
la valeur minimale : (108 - 6) (3) = 306
Le résultat : z = 324 ±18 ou  z = 320 ± 20
L'incertitude absolue sur le résultat de la multiplication par 3 correspond à trois fois l'incertitude absolue associée à x.
B. Calculez w ± w si w = 1/2 x
La valeur la plus probable : 108/2 = 54
la valeur maximale possible : (108 + 6)/2 = 57
la valeur minimale :   (108 - 6)/2 = 51
Le résultat : w = 54 ±3
L'incertitude absolue sur le résultat de cette multiplication correspond à la moitié de l'incertitude absolue associée à x.
Les exemples précédents nous permettent de conclure que lors d'une multiplication par une constante ne possédant pas d'incertitude, l'incertitude absolue résultante s'obtient en multipliant l'incertitude absolue initiale par cette constante. Cette propriété est particulièrement utile lors des changements d'unités. Il est important de réaliser que même si l'incertitude absolue résultante est inférieure à l'incertitude absolue initiale, l'incertitude relative est restée la même.
(b) Multiplications et divisions (situation générale)
Exemple 2
si x = 84 ± 2 et y = 58 ± 3
A. Calculez  z ± z  si z = x · y
En utilisant les valeurs extrêmes...
la valeur la plus probable : 84 (58) = 4872
la valeur maximale : 86 (61) = 5246 (+374)*
la valeur minimale : 82 (55) = 4510 (-362)

* il est préférable de prendre le plus grand des deux écarts calculés entre les valeurs extrêmes et la valeur la plus probable pour déterminer l'incertitude absolue du résultat final.
donc :  z = 4872 ± 374 ou 4900 ± 400 ou (49 ± 4) X 10 2
L'incertitude relative résultante est de 8 %. Elle était de 2,4 % sur x et de 5,2 % sur y.
B. Calculez w ± w si w =  x / y
la valeur la plus probable : 1,448
la valeur maximale : wmax = x max / y min = 1,564
la valeur minimale : 1,344
donc w = 1,448 ± 0,116 que nous écrivons 1,4 ± 0,1
L'incertitude relative résultante est aussi de 8 % pour ce calcul.
Les deux calculs précédents nous mènent à la règle suivante :
	Lors d'une multiplication ou d'une division, de termes possédant chacun leur incertitude, l'incertitude relative résultante est donnée par la somme des incertitudes relatives des termes de la multiplication ou de la division.*


* Cette règle est approximative. Plus les incertitudes relatives des termes sont petites, meilleurs sont les résultats. C'est la méthode des extrêmes qui donne toujours le bon résultat. Dans la plupart des situations cette règle donne des résultats tout à fait semblables à ceux obtenus par la méthode des extrêmes.

4. Autres calculs
Exemple 1
si x = 98 ± 3 (± 3 %)
A. Calculez  z ± z  si z = x 2
La valeur la plus probable pour z est : 9604
la valeur maximale possible est :10201
la valeur minimale : 9025
Le résultat : z = 9604 ± 597 ou  z = 9600 ± 600 (±6 %)
Ce résultat est en accord avec la règle énoncée pour l'incertitude relative des multiplications et des divisions.
B. Calculez w ± w si w = x 1/2
La valeur la plus probable : 9,899
la valeur maximale possible : 10,050
la valeur minimale : 9,747
Le résultat : w = 9,90 ± 0,15 (± 1,5 %)  ou w = 9,9 ± 0,2
L'incertitude absolue sur ce résultat n'est que la moitié de l'incertitude relative initiale. Ce résultat est tout de même conforme à la règle énoncée pour l'incertitude relative des multiplications et des divisions.
Multiplications et divisions (plus que deux termes)
Exemple 2
si x = 84 ± 2 (± 2,3 %), y = 58 ± 3 (±5,2 %) et z = 23 ± 1 (±4,3 %)
Calculez  w ± w  si w = x · y / z
En utilisant les valeurs extrêmes...
la valeur la plus probable : 211,83
la valeur maximale : 86 (61) / 22 = 238,45 (+26,62)
la valeur minimale : 82 (55) / 24 = 187,92 (-23,91)
donc :  w = 211,83 ± 26,62 (± 12,6 %) ou 210 ± 30 
Ce résultat est conforme à la règle énoncée pour l'incertitude relative des multiplications et des divisions. Cette règle est valable pour n'importe quel nombre de termes multipliés et/ou divisés entre eux.
On peut utiliser les deux règles énoncées précédemment dans de nombreuses situations. Cependant certains calculs faisant intervenir des fonctions particulières nécessitent l'usage de la méthode des extrêmes.
Fonctions particulières
Exemple 3
si  = 45± 2o Calculez  w ± w  si w = tg 
La valeur la plus probable est : 1,000
la valeur maximale possible est : tg 47o = 1,072 
la valeur minimale : tg 43o = 0,933
Le résultat : w = 1,000 ± 0,072 ou  w = 1,00 ± 0,07
Exemple 4
si x = 38 ± 3 Calculez  w ± w  si w = ln x
wprob = 3,638
wmax = 3,714 
wmin  = 3,555
Le résultat : w = 3,64 ± 0,08
Conclusion
La méthode des extrêmes, qui consiste à déterminer les valeurs extrêmes d'un calcul, est la méthode la plus générale. Lorsque les calculs deviennent complexes c'est la méthode à privilégier.

5. Les chiffres significatifs
Lorsqu'on exprime une mesure directe ou le résultat d'un calcul, l'incertitude absolue associée au nombre est exprimée avec un seul chiffre significatif. La mesure ou le résultat du calcul sera alors arrondi afin de ne comporter qu'un seul chiffre incertain.
Il arrive parfois que l'on désire, sans faire le calcul de l'incertitude, conserver le bon nombre de chiffres significatifs lors d'un calcul. Pour ces situations, nous allons, à l'aide de quelques exemples, formuler quelques règles valables pour les opérations mathématiques de base (addition, soustraction, multiplication et division).
Additions et soustractions
Exemple 1
a = 131,12 ± 0,0?      et         b = 12,213 ± 0,00?  
la somme...

   131,12?
+ 012,213
   143,33(3)
il faudrait donc écrire pour le résultat de la somme   a + b = 143,33 car nous devons conserver qu'un seul chiffre incertain.
Exemple 2
a - b = ?
   131,12?
-  012,213
   118,90(7)
le résultat est donc a - b = 118,91
Règle 1 : 

	Le résultat d'une addition ou d'une soustraction possède autant de décimales que le terme de l'addition ou de la soustraction qui en possède le moins.


Multiplications et divisions
Règle 2 :
	Le résultat d'un produit ou d'un quotient possède généralement* autant de chiffres significatifs que le terme du produit ou du quotient qui en possède le moins.


Les deux exemples qui suivent sont des applications de cette deuxième règle.
Exemple 3
a = 12,5 ± 0,?  (3 chiffres significatifs) et  b = 2,3 ± 0,?   (2 chiffres significatifs) 
la multiplication a·b donne 28,75 que l'on doit écrire avec deux chiffres significatifs.
a·b = 29 (2 chiffres significatifs) 
Exemple 4
c = 1238 ± ? (4 chiffres significatifs) et d = 33,9 ± 0,? (3 chiffres significatifs)
la division c / d donne 36.519... que l'on doit écrire avec 3 chiffres significatifs.
c / d = 36,5 (3 chiffres significatifs)
Remarque importante
*La deuxième règle constitue une façon plus ou moins précise d'obtenir le bon nombre de chiffres significatifs pour le résultat d'un produit ou d'un quotient. Ce n'est pas une règle absolue (voir l'exemple suivant).
Ces règles s'appliquent aux opérations mathématiques de base énumérées précédemment. C'est toujours le calcul des incertitudes par la méthode des extrêmes qui donne le bon résultat.
Exemple
c = 94 ± 1 (2 chiffres significatifs) et d = 2,10 ± 0,02 (3 chiffres significatifs)
la division c / d donne 44,762...
En faisant le calcul des valeurs extrêmes
( c / d )max = 95/2,08 = 45,673 (+0,911)
( c / d )min = 93/2,12 = 43,868 (-0,894)
Le résultat de ce calcul
44,8 ± 0,9 (trois chiffres significatifs)
Exercices
Écrivez les résultats suivants ainsi que les incertitudes absolues avec le bon nombre de chiffres significatifs (indiquez aussi le nombre de chiffres significatifs que possède le résultat).
1. (a) 845,33 ± 2,65     (b) 11 675 ± 94,4     (c) 1,851 x 103 ± 158,3     (d) 0,01863 ± 0,00023     (e) 1,567 x 10-3 ± 0,00049
2. Les côtés d'un rectangle sont  
a = 5,35 ± 0,05 cm et b = 3,45± 0,04 cm
(a) Calculez  le périmètre du rectangle
(b) Calculez l'aire du rectangle
3. Le rayon d'une sphère est r = 10,00 ± 0,08 cm
(a) Calculez  l'aire de sa surface
(b) Calculez son volume
4. Les côtés opposé et adjacent à l'angle  d'un triangle rectangle sont respectivement

     a = 12,1 ± 0,1 cm et b =  23,3 ± 0,2 cm.
(a) Calculez l'angle  
(b) Calculez la longueur de l'hypoténuse
5. Un volume cylindrique de diamètre 1,62 ± 0,03 cm et de hauteur  3,44 ± 0,05 cm a une masse de 23,2 ± 0,1g.
(a) Calculez son volume
(b) Calculez sa masse volumique
6. Un véhicule consomme 48,6 ± 0,5 litres de carburant en parcourant 530 ± 20 km
Calculez sa consommation moyenne en litres par 100 km
7. Suite à une série d'essais, on obtient comme résultats qu'un véhicule roulant à 100 ± 5 km/h s'immobilise en 3,3 ± 0,1 s.
Calculez la décélération moyenne (en m/s2) de ce véhicule.
Réponses aux exercices
1.  (a) 845 ± 3 (3 C.S.)    (b) 11 680 ± 90 (4 C.S.)     (c) 1900 ± 200 (2 C.S.)     (d) (1,86 ± 0,02) x 10-2 (3 C.S.)   
     (e) (1,6 ± 0,5) x 10-3 (2 C.S.)                        
2. (a) 17,6 ± 0,2 cm        (b) 18,5 ± 0,4 cm
3. (a) 1260 ± 20 cm2      (b) (42 ± 1) X 102 cm3
4. (a) 27,4 ± 0,4o            (b) 26,3 ± 0,2 cm
5. (a) 7,1 ± 0,4 cm3        (b) 3,3 ± 0,2 g/cm3
6. 9,2 ± 0,5  l/100km
7. 8,4 ± 0,7 m/s2
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